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Abstrak 
 
Paper ini membahas keterbatasan operator integral tentu dan perumumannya yang kemudian disebut 
operator Riemann-Liouville di ruang Lebesgue terboboti. Dalam hal ini, pembuktian keterbatasan 
operator-operator tersebut menggunakan ketaksamaan Holder dan Minkowski. Dengan menggunakan 
fakta bahwa operator integral tentu adalah operator yang terbatas di ruang Lebesgue terboboti diperoleh 
hasil tentang terbatasnya operator Riemann-Liouville di ruang Lebesgue terboboti. 
Kata kunci: Operator integral tentu, Operator Riemann-Liouville, ruang Lebesgue, ruang Lebesgue 
terboboti. 
 
1. PENDAHULUAN 
1.1 Latar Belakang 
Misalkan [ ] Raf →,0:  sebarang fungsi yang terintegral untuk setiap .0>a  Hal ini 
berarti 
.,)(
0
RaRdttf
a
∈∀∈∫  
Integral tentu dari f  didefinisikan sebagai fungsi [ ] ,,0: RaF →  dengan 
∫= x dttfxFx
0
.)(:)(a  Integral tentu memiliki sifat-sifat penting yang tertuang dalam 
Teorema Fundamental Kalkulus. 
  Jika f  terbatas maka F  kontinu, sedangkan jika f  kontinu maka F  kontinu 
seragam dan terdeferensial, seperti yang dinyatakan dalam Teorema Fundamental 
Kalkulus. 
Untuk suatu fungsi w  yang bersifat ,0)( >tw  untuk setiap ,0>t  (fungsi ini disebut 
fungsi bobot atau bobot), didefinisikan )(wLp  sebagai himpunan semua fungsi 
Rf →∞),0(:  sedemikian sehingga, 
∫∞ ∞<≤∞<
0
.1,)()( pdttwtf p  
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Jika )(wLp  dilengkapi dengan dua operasi jumlahan fungsi ( )+  dan perkalian skalar ( )⋅  
yang didefinisikan, untuk setiap )(, wLgf p∈ dan ,Rc∈  sebagai: 
1. ( )( ) ( ) ( ) ),,0[,: ∞∈∀+=+ xxgxfxgf  
2. ( )( ) ( ) ),0[,: ∞∈∀= xxcfxcf  
maka dapat ditunjukkan bahwa ( )⋅+,),(wLp  adalah ruang vektor bernorm, dengan norm 
yang didefinisikan sebagai .)()(:
/1
0
)(
p
p
wL
dxxwxff p ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛= ∫∞  Cukup jelas bahwa 
pp LwL =)(  , adalah ruang Lebesgue (Bartle, 1966). 
Misalkan .0,0)( >∀> ttv  Salah satu sifat penting dari ,F  dinyatakan oleh 
ketaksamaan berikut ini : 
,)()()()(
/1
0
/1
0
p
p
q
q dxxwxfcdxxvxF ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛≤⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ∫∫ ∞∞  
dengan .1,0
1
,1,)( ∞<=<>−=≡=
− qpdan
p
pcwxxv p   
Fakta di atas menyatakan bahwa F  terbatas dari ruang Lebesgue terboboti )(wLp  
ke ).(vLq  Selain itu, salah satu perumuman F  juga dapat dirumuskan sebagai berikut. 
Misalkan untuk ,10 ≤< α  dan sebarang fungsi f , didefinisikan: 
( ) .
)()(
0
1 dttx
tfxfR
x∫ −−= αα  
Jika 1=α  maka .FfR =α  Untuk selanjutnya αR  disebut operator Riemann-Liouville. 
Dari uraian di atas, penulis tertarik untuk mengkaji ulang permasalahan tentang 
syarat-syarat yang harus dipenuhi oleh vqp ,,  dan w  agar operator Riemann-Liouville 
(atau operator integral tentu) merupakan operator terbatas di ruang Lebesgue terboboti, 
dan kemudian menuliskannya kembali dalam bahasa sendiri serta melengkapi 
pembuktian yang ada. 
1.2 Rumusan Masalah 
1. Bagaimana keterbatasan operator integral tentu dari )(wLp  ke )(vLq untuk 
kasus ∞<≤≤ qp1 ? 
PROSIDING                         ISBN : 978 – 979 – 16353 – 6 – 3  
 
 
 
Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika 
Yogyakarta, 3 Desember 2011                                                                                                    MA ‐ 26 
2. Bagaimana keterbatasan operator Riemann-Liouville dari pL  ke )(vLq untuk 
kasus ∞<≤< qp1 ? 
1.3 Tujuan 
1. Menentukan syarat yang harus dipenuhi oleh v dan w, agar operator integral 
tentu terbatas dari )(wLp  ke )(vLq untuk kasus ∞<≤≤ qp1 . 
2. Menentukan syarat yang harus dipenuhi oleh v, agar operator Riemann-Liouville  
terbatas dari pL  ke )(vLq untuk kasus ∞<≤< qp1 . 
1.4 Manfaat 
Untuk mengetahui lebih jauh sifat-sifat integral tentu jika diketahui fungsi yang 
terintegralkan memiliki sifat tertentu. 
 
2. BAHASAN UTAMA 
2.1 Keterbatasan Operator Integral Tentu 
Misalkan ( )1LwLf p ∩∈  dan integral tentu dari f  didefinisikan sebagai fungsi 
,],0[: RaF →  dengan 
∫= x dttfxFx
0
.)(:)(a  
Salah satu sifat penting dari ,F  dinyatakan oleh ketaksamaan 
,)()()()(
/1
0
/1
0
p
p
q
q dxxwxfcdxxvxF ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛≤⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ∫∫ ∞∞ dengan ,01,1,)( >−=≡= − p pcwxxv p  
dan .1 ∞<=< qp  
Sifat di atas menyatakan bahwa F  terbatas dari ruang Lebesgue terboboti )(wLp  ke 
)(vLq  untuk kasus .1 ∞<=< qp  Pada subbab ini akan dibahas mengenai sifat 
keterbatasan F  dari ruang Lebesgue terboboti )(wLp  ke )(vLq  untuk kasus 
∞<≤≤ qp1 . 
Teorema 1. Jika ( ) ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−=∞<⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ∫∫ −∞> 1',)(
'/1
0
'1
/1
0 p
ppdengandxxwdxxvSup
pt
p
q
tt
 
maka .
)()( wLvL pq
fCF ≤   
(Meskhi, 1998) 
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Bukti.  
Diketahui ∫= x dttfxF
0
,)()(  dengan ( )1LwLf p ∩∈ . Karena ,1Lf ∈  maka 
∫∞ ∞<
0
.)( dttf  Oleh karena itu terdapat Zm∈ sedemikian hingga .2)(2
0
1∫∞ +<≤ mm dttf  
Misalkan ∞=mt  dan ∫= t dttftI
0
,)()(  maka ∫ +<≤ m
t
mm dttf
0
12)(2  dengan kata lain 
.2)(2 1+<≤ mmm tI  Karena fungsi f  terbatas maka I kontinu. 
Dengan alasan yang sama dapat dipilih 1−mt  sedemikian hingga mm tt << −10  maka 
( )mm tItI <− )( 1  sehingga .2)( 11 −− = mmtI  Proses ini dapat dilanjutkan singga diperoleh 
barisan ( )mkkt −∞=  sedemikian hingga 12)(2 +<≤ mmm tI , dan kktI 2)( =  untuk 
,...2,1 −−= mmk  
( ) ( )
( ) ( )
q
wL
p
q
p
p
q
t
p
p
q
m
k
t
t
p
p
q
t
p
p
t
p
q
m
k
t
t
p
q
m
k
t
t
t
qq
vL
p
mk
k
k
k
k
k
k
k
k
q
fCdttwtfC
dttwtfCdttwtfC
dxxwdxxvdttwtfC
dxxvdttf
dxxvxFF
)(
0
0
'
0
'
0
0
)(
)()(
)()(
)()(
)()(
)()(
1
2
1
1
1
2
1
=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛≤
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛≤⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛≤
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛≤
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛≤
=
∫
∫∑ ∫
∫∫∑ ∫
∑ ∫ ∫
∫
∞
−∞=
−∞
−∞=
−∞=
∞
−
−
−
−
−
−
−
 
dengan demikian operator integral tentu terbatas dari  )(wLp  ke )(vLq  untuk kasus 
∞<≤≤ qp1  ■  
Teorema 2. Jika ( ) ( ) ∞<
⎟⎟
⎟⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜⎜
⎝
⎛
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−
∞
−
−−
−
∞
∫ ∫∫
pq
qp
p
qp
p
qt
p dttwdxxwdxxv
0
1
1
0
1
0
''
)(  
maka .
)()( wLvL pq
fCF ≤                                                                           (Meskhi, 1998) 
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2.2 Keterbatasan Operator Riemann-Liouville 
Salah satu bentuk perumuman integral tentu dapat dirumuskan sebagai 
( ) ,
)()(
0
1 dttx
tfxfR
x∫ −−= αα  untuk 10 ≤<α  dan sebarang fungsi .f  Oleh karena operator 
Riemann-Liouville (atau αR ) merupakan bentuk perumuman dari operator integral 
tentu maka pada bagian subbab ini akan dibahas mengenai sifat keterbatasan αR  dari 
ruang Lebesgue terboboti pL  ke )(vLq  untuk kasus ∞<≤< qp1  dan ,1 ∞<<< pq  
dengan 11 << α
p
 atau .1>α   
Teorema 3. Jika ( ) ∞<⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ∫∞ −> '/1
/1
0
1
0
)( p
q
q
t
tdx
x
xvSup α  
maka ( ) ( )( ) ., 0 1)( dttx
tfxfRdenganfCfR
x
LvL pq ∫ −−=≤ ααα   
(Meskhi, 1998) 
Bukti. 
Ambil sebarang ,pLf ∈  
( )
( ) ( )
( ) ( )∫ ∫∫ ∫
∫ ∫∫
∫
∞
−
∞
−
∞
−−
∞
−+−=
⎟⎟
⎟⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎟⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜⎜
⎝
⎛
−+−≤
=
0
2
1
0
2
0
1
0
2
1
2
0
1
0
)(
)()()()(
)()()(
)(
dxxvdt
tx
tfCdxxvdt
tx
tfC
dxxvdt
tx
tfdt
tx
tfC
dxxvxfRfR
q
x
x
qx
q
x
x
qx
qq
vLq
αα
αα
αα
 
Oleh karena 
( )
( )
,)(
)()()()(
0
0 00
2
0
1
1
q
L
p
q
p
qx
qx
p
q
fCdxtfC
dxxxvdttfCdxxvdt
tx
tfC
=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛≤
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛≤−
∫
∫ ∫∫ ∫
∞
∞∞
−
−α
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dan 
( ) ( )( )
( )( )
( )
,)(
2)()(
)()(
)()()()(
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1
'
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2
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'10 0
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p
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p
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p
q
x
x
p
q
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x
k
k
k
k
k
k
k
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dttfC
xxvdttfC
dxdttfxxvC
dx
tx
dtdttfxvCdxxvdt
tx
tfC
∑ ∫
∫∑ ∫
∫∑ ∫
∫∫ ∫ ∫∫
∈
−
∈
∈
+−
−
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−
⎟⎟⎠
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⎛≤
⎟⎟⎠
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⎛
⎟⎟⎠
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dengan menggunakan ketaksamaan Minkowski, diperoleh 
.
)()(
)()()(
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2
2
2
2
2
2
1
1
1
1
q
L
p
q
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Zk Zk
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dttfdttfC
dttfdttfCdttfC
=
⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛≤
⎟⎟
⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜
⎝
⎛
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛≤⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∫∫
∑ ∑ ∫∫∑ ∫
∞∞
∈ ∈∈
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−
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Sehingga 
.
)( pq LvL
fCfR ≤α  
Dengan demikian operator Riemann-Liouville terbatas dari  pL  ke )(vLq  untuk kasus 
∞<≤< qp1  ■   
Teorema 4. Jika ( ) ∞<⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ∫∞ −−>
q
t
q
p
t
dx
x
xvtSup
/1
1
1
0
)('
α  
maka ( ) ( )( ) ., 0 1)( dttx
tfxfRdenganfCfR
x
LvL pq ∫ −−=≤ ααα   
(Meskhi, 1998) 
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3. SIMPULAN DAN SARAN 
3.1 Simpulan 
1. Operator integral tentu (atau F) terbatas dari )(wLp  ke )(vLq  atau dengan kata 
lain memenuhi sifat ,)()()()(
/1
0
/1
0
p
p
q
q dxxwxfCdxxvxF ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛≤⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ∫∫ ∞∞  apabila 
memenuhi syarat ( ) ∞<⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ∫∫ −∞>
'
1
0
'1
1
0
)(
pt
p
q
tt
dxxwdxxvSup  dengan ,
1
' ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−= p
pp  
( ) 0>xv  untuk setiap 1,0 ≡> wx untuk kasus .1 ∞<≤≤ qp  
2. Operator Riemann-Liouville (atau αR ) terbatas dari 
pL  ke )(vLq  atau dengan 
kata lain memenuhi sifat ,)()()()(
1
0
1
0
ppqq dxxwxfCdxxvxfR ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛≤⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ∫∫ ∞∞ α apabila 
memenuhi syarat ∞<⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ∫∫ −∞>
'
1
0
'1
1
1
1
0
)()(
pt
p
q
tt
dxxBdxxASup  dengan ,
1
' ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
−= p
pp  
( ) ,).()( 11 qxxvxA −= α  1)(1 =xB  untuk kasus .1 ∞<≤< qp  
 
3.2 Saran 
Penelitian dapat dilanjutkan untuk keterbatasan operator integral tentu dari )(wLp  ke 
)(vLq untuk kasus .1 ∞<<≤ pq  Selain itu, penelitian dapat dilanjutkan untuk 
keterbatasan operator Riemann-Liouville dari pL  ke )(vLq untuk kasus .1 ∞<<≤ pq  
Serta penelitian ini juga dapat dilakukan untuk mencari nilai konstanta terbaik (atau C) 
yang berlaku pada ketaksamaan untuk masing-masing kasus 
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